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1. 1) f(x) の導関数は f ′(x) = 3x2 + 2ax + b. f ′(1) = f ′(5/3) = 0 より

3 + 2a+ b = 0, 3(5/3)2 + 2a(5/3) + b = 0.

よって,

10a+ 3b = −25, (1)

2a+ b = −3. (2)

ここで (1)-3(2) より 4a = −16. ∴ a = −4. また (1)-5(2) より −2b = −10. ∴ b = 5.
　以上より, a = −4, b = 5.
2) f ′(α) = 1 とおくと 3α2 − 8α + 5 = 1. ∴ (α− 2)(3α− 2) = 0. ∴ α = 2, 2/3.
f(2) = 1, f(2/3) = 23/27 に注意する. これらの点における接線の方程式は, それぞれ

y − 1 = x − 2. ∴ y = x − 1.
y − 23/27 = x − 2/3. ∴ y = x + 5/27.

　以上より, 求める接線 l の方程式は y = x− 1.
3) l と y = f(x) の交点の x 座標を求めると,

x3 − 4x2 + 5x− 1 = x− 1

より x(x− 2)2 = 0. よって x = 0, 2. 特に, x = 2 では接線 l と曲線 y = f(x) が接すること
に注意する. よって,

S =

∫ 2

0

|f(x)− (x− 1)|dx

=

∫ 2

0

(x3 − 4x2 + 4x)dx

=

[
1

4
x4 − 4

3
x3 + 2x2

]2
0

=

(
16

4
− 32

3
+ 8

)
− 0

=
4

3
.

　以上より S = 4/3.



2. 1)
2

1− x2
=

1

1 + x
+

1

1− x
に注意する. これより

∫ 1
3

0

2

1− x2
dx =

[
log

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣] 1
3

0

= log 2.

また,
2

1− x2
− f(x) =

2(1− x4)

1− x2
= 2(1 + x2) より,∫ 1

3

0

{
2

1− x2
− f(x)

}
dx = 2

[
x+

x3

3

] 1
3

0

= 2

(
28

81
− 0

)
=

56

81
.

　よって、求める定積分の値はそれぞれ log 2, 56/81.

2) f ′(x) =
8x3(1− x2)− 2x4(−2x)

(1− x2)2
=

4x3(2− x2)

(1− x2)2
より, 0 ≤ x ≤ 1/3 であれば f ′(x) ≥ 0 で

あることに注意する. よって f(0) = 0 より 0 ≤ x ≤ 1/3 において f(x) ≥ 0. 一方,

9

4
x4 − f(x) =

9x4(1− x2)− 8x4

4(1− x2)
=

x4(1− 9x2)

4(1− x2)

より, 同様に
9

4
x4 − f(x) ≥ 0 が 0 ≤ x ≤ 1/3 において成立する.

　以上より, 0 ≤ x ≤ 1/3 のとき 0 ≤ f(x) ≤ 9

4
x4 が成立する.

3) 1) より log 2 =
56

81
+

∫ 1
3

0

f(x)dx. また, 不等式 0 ≤ f(x) ≤ 9

4
x4 において等号は常には成

立しないことに注意する. よって,

0 <

∫ 1
3

0

f(x)dx <

∫ 1
3

0

9

4
x4dx

が成立する. ここで, ∫ 1
3

0

9

4
x4 =

9

20

[
x5
] 1

3

0
=

1

540

より,
56

81
< log 2 <

56

81
+

1

540
.

56

81
= 0.6913 · · · より 0.691 <

56

81
< 0.692.

また,
1

540
<

1

500
= 0.002 より,

56

81
+

1

540
< 0.692 + 0.002 < 0.694.

　以上より 0.691 < log 2 < 0.694 が成立する.



3. 1) bn+1 − bn を計算すると,

bn+1 − bn = 2n+1an+1 − 2nan

= 2n+1

(
1

2
an +

4n+ 2n

2n+1

)
− 2nan

= 2nan + 4n+ 2n − 2nan

= 4n+ 2n.

　よって, cn = 4n+ 2n.
2) bn = b1 +

∑n−1
k=1 ck に注意する. ここで b1 = 2a1 = 4.

bn = 4 +
n−1∑
k=1

(4k + 2k)

= 4 + 4
n−1∑
k=1

k + 2(1 + 2 + · · ·+ 2n−2)

= 4 + 4
n(n− 1)

2
+ 2

1− 2n−1

1− 2

= 4 + 2n(n− 1)− 2(1− 2n−1) = 2n2 − 2n+ 2n + 2

　以上より, bn = 2n2 − 2n+ 2n + 2.

3) an =
bn
2n

=
n2 − n+ 1

2n−1
+ 1 より, an < an+1 であれば

an+1 − an =
(n+ 1)2 − (n+ 1) + 1

2n
− n2 − n+ 1

2n−1

=
n2 + 2n+ 1− n− 1 + 1− 2n2 + 2n− 2

2n

=
−n2 + 3n− 1

2n
> 0.

∴ n2 − 3n+ 1 < 0,

∴ 3−
√
5

2
< n <

3 +
√
5

2
< 3.

　よって, 条件をみたす最大の n は 2 である.



4. 1) 1− ω3 = (1− ω)(1 + ω + ω2) = 0 に注意する. 仮定より 1− ω ̸= 0. よって,
1 + ω + ω2 = 0 を得る.
2) ω = ω2 を仮定する. このとき,

0 = ω − ω2 = ω(1− ω).

1− ω ̸= 0 より ω = 0 となり ω3 = 1 に矛盾する. よって ω ̸= ω2.
3)

a+ bω + cω2 = 0, (3)

a+ bω2 + cω = 0 (4)

とおく. (3)-(4) より
b(ω − ω2) + c(ω2 − ω) = 0.

ω − ω2 ̸= 0 より b− c = 0. ∴ b = c. これを (3) に代入すると

a+ b(ω + ω2) = 0.

1 + ω + ω2 = 0 より ω + ω2 = −1. よって

a− b = 0 ∴ a = b.

以上より a = b = c.



5. 1) 点 P は線分 BC を 1 : 2 に内分するので,

−→
OP =

1

3
(2
−→
OB+

−→
OC).

−→
OC =

−→
a +

−→
b より,

−→
OP =

1

3
(
−→
a + 3

−→
b ). 実数 k, l に対し,

−→
OP を k

−→
a + l

−→
b と書く表し方は

一意的なので, k =
1

3
, l = 1.

2) 点 Q は線分 AC　を 2 : 3 に内分するので,

−→
OQ =

1

5
(3
−→
OA+ 2

−→
OC).

−→
OC =

−→
a +

−→
b より,

−→
OQ =

1

5
(5
−→
a + 2

−→
b ). 実数 r, s に対し,

−→
OQ を r

−→
a + s

−→
b と書く表し方

は一意的なので, r = 1, s =
2

5
.

3) 点 R が線分 AP を　 1− p : p に内分すれば
−→
OR = p

−→
OA+ (1− p)

−→
OP. よって, 1) の結果

より

−→
OR =

1 + 2p

3

−→
a + (1− p)

−→
b . (5)

また, 点 R が線分 BQ を q : 1− q に内分すれば
−→
OR = q

−→
OQ+ (1− q)

−→
OB. よって, 2) の結果

より
−→
OR = q

−→
a +

5− 3q

5

−→
b .

実数 x, y に対し,
−→
OR を x

−→
a + y

−→
b と書く表し方は一意的なので,

1 + 2p

3
= q, 1− p =

5− 3q

5
.

∴
{

1 + 2p = 3q,
5p = 3q

を得る. これより, 1 + 2p = 5p. したがって p =
1

3
. これを (5) に代入して

−→
OR =

5

9

−→
a +

2

3

−→
b .

　以上より, x =
5

9
, y =

2

3
.




